Sistemas L de rayos y sumabilidad by Plans, A. & Martín Peinador, Elena
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A. PLANS y E. MARTÍN 
INTRODUCCIÓN 
El presente trabajo consta de dos partes. La primera corresponde a los 
espacios de Hilbert y la segunda se refiere a espacios de Banach. 
Destacamos el resultado más importante de la primera parte: 
Para todo operador lineal acotado A, no compacto, del espacio de Hilbert 
separable real e 2, son equivalentes: a) A es inyectivo; b) existe una base 
ortonormal (e;);EN cuya sucesión imagen (Aeí)íEN es una M-base, doblemente 
acotada, de A(f2). Además (Ae;);EN es heterogonal por bloques. 
A este fin hemos definido el sistema L de rayos ( SLR), y estudiamos más 
adelante una condición de sumabilidad que los caracteriza. 
La segunda parte se dedica fundamentalmente al estudio de una generaliza­
ción de los SLR a los e P' manteniendo la correspondiente condición de 
sumabilidad. Deducimos que tales sistemas existen en e P( p  > 2) y no existen 
para p < 2. 
NOTACIÓN Y OBSERVACIONES 
Por operador entenderemos siempre un operador lineal acotado. Dado un 
operador A: e 2 __,, e 2, A* designa su adjunto. Para espacios de Banach T': 
B2. __,, BI designa el operador conjugado de T: B1 __,, B2• ::f representa el ideal 
de los operadores compactos (en e 2). El núcleo de un operador A lo designa­
mos por N(A), y el rango por R(A). El número natural p' será el conjugado de p 
1 1 -+-=l. 
p p' 
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[ ] representa la envoltura lineal cerrada. Una sucesión (a;);EN es doblemente 
acotada (d.a.) si 
O < inf lla;ll ,,¿:; sup lla;ll < 00• 
¡ 1 
(a;);EN es mínima! (o topológicamente libre) si a; ft [(a¡)r,.,;]. Por M-base o base 
de Markushevich se entiende una sucesión minimal completa verificando 
00 
n [a;, a;+¡, ... ] o. 
i=I 
La base débil, definida por Dixmier en su tesis [2] es exactamente una M-base 
de t 2. ( , ) designa el producto escalar en t 2 y _,. la convergencia débil. 
1. 
DEFINICIÓN DE SISTEMA L 
(a;);EN e: t 2 es un sistema L cuando verifica Ja condición 
00 
L l(a;, x) l2 < oo, Vx E t2 
1 
([17], pág. 155). Equivalentemente, la sucesión (a;);EN es imagen de una base 
ortonormal (b.o.n.) de t2 por un cierto operador acotado. 
DEFINICIÓN DE SISTEMA L DE RAYOS 
Una sucesión de rayos ( subespacios unidimensionales de e 2) (r;);EN es un 
sistema L de rayos (SLR) si existe a; E r; (Vi E N) tal que (a;);EN es un sistema L 
doblemente acotado. 
Ejemplo sencillo de un tal sistema lo constituye el sistema heterogonal de 
rayos {r; e t213a, E r; tal que (a;);EN es heterogonal} [6]. En e 2, «heterogonal» 
coincide con <<incondicional». 
Es inmediato probar que, dado un SLR (r;);EN, cualquier sucesión (a;);EN 
d.a. con a; E r; sirve para definirlo como tal. 
Un SLR (r;);EN no puede tener un rayo de acumulación débil. Pues si una 
subsucesión 
rp, � r <=> 3ap, E rp,, a =I= o, a E r 
1->"' 
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tal que 
y entonces, para todo rí, r¡ $ (r,,JEN• situamos a¡ E rj, llaj!I 1 =;. la sucesión 
así formada (a;);eN es un sistema L y existe una b.o.n. (e;);EN y un operador A 
tales que a;= Aefv'i EN). Como 
e; --:---" o , 
1--t?C 
en particular, 
Ae = a ____,. o A a ____,. a, 
p, p, ;-x p, i-:x 
con a *o, lo cual es absurdo. 
Por consiguiente, todo SLR (r;);EN ha de carecer necesariamente de rayos de 
acumulación débil, hecho que expresaremos poniendo 
r¡ ___,,o. 
i-cc 
El recíproco no es cierto, como muestra un ejemplo que damos más adelante. 
Notemos que para todo SLR (r;);EN, dim[(r;);EN] = oo, pues de lo contrario 
(r1);EN sería débilmente relativamente compacto. 
Es de destacar que, para todo SLR (r;)iEN' toda sucesión vectorial d.a. 
(a; E r;)iEN es un sistema L de un operador no compacto. 
Consideremos ahora un operador A y sus posibles SLR correspondientes. 
En [3], [13] se encuentra la siguiente caracterización de A E g': 
para toda b.o.n. (e;);EN· Por consiguiente, los operadores compactos se pueden 
caracterizar por el hecho de no tener asociado ningún SLR. 
Resultan fácilmente los siguientes casos, para un operador A $ g, con 
N(A) = o (si N(A) * o, podemos referirnos a N(A).L): 
a) A tiene un inverso a la izquierda A-1 acotado. 
Se caracteriza por ser d.a. todos sus correspondientes sistemas L. Equivalen­
temente, todos sus sistemas L subtienden SLR y son heterogonales. 
b) A-1 no acotado. 
206 A. Plans y E. Martín 
De acuerdo con [9], [ 1 3], un operador no compacto se caracteriza por ser 
inf llAe;il > O, 
i 
para alguna b.o.n. (eJ;eN de t 2. Por tanto, hay sistemas L d.a. ( => SLR) y 
sistemas L en los que el ínfimo de la norma es cero. En el primer caso, los 
sistemas L no pueden ser heterogonales. 
Por consiguiente, si el operador inyectivo A no es compacto, ni con inverso 
acotado, para mejorar sus sistemas L doblemente acotados hemos de fijar la 
atención en la posición relativa de los rayos correspondientes. A esta cuestión 
se refiere lo expuesto a continuación. 
Lema 
Sea un subespacío lineal E, no cerrado, denso en t 2• Entonces un operador 
inyectivo A es compacto sí y sólo si, para toda b.o.n. (eí);eN e E (tales b.o.n. 
existen), se verifica 
inf llAeill = O. (1)  
Demostración 
Sí A E 'd', la condición ( 1 )  se cumple para toda b.o.n. de t2, en particular 
para toda b.o.n. contenida en E. 
Supongamos ahora que se verifica la condición (1)  para toda b.o.n. 
(eí);eN e E. Claramente l!Aeill >O, 'Vi E N. 
Sea (e;);eN una b.o.n. de t2. Por ser E= t2, podemos encontrar 
(c;);eN e E, lic;ll = 1, 'Vi E N, con 
"' 
I lle; - e;!l2 < 00, 
l 
de modo que (c;);eN sea un sistema L que represente un operador regular 
((c¡);eN completo) de la forma U+ T, con U unitario y 111 Tlll < oo. Entonces 
[ 1 1  J, equivalentemente, se verifica: 
i) 6; a(c;, [c1, ... , C;-i. C;+¡, ... ])>O, 
ii) f ( � - 8; )2 < 00. 
1 ' 2 
En particular, 
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u . u O; -- ==> a(c;, [c1, • • .  , c;_1]) -- • 
t-XI 2 j. .. -;OO 2 
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Sea (e'!);EN la b.o.n. contenida en E, resultado de aplicar a (c;);EN el proceso de. 
ortonormalizacíón de Schmidt. Resulta 
lle; - ei'll - O ==> lle; - e'/ll - O. ¡_..,.oo i-oo 
Por hipótesis 
inf llAei'll = O, 
luego también 
inf llAe;ll O, 
como resulta de aplicar la continuidad de A y 
efll - O. 
i-x 
Al ser (e;); EN una b.o.n. cualquiera de t2, teniendo en cuenta la observación 
hecha en b ), A es compacto. o 
Un operador A con N(A) = o, será no compacto sí y sólo si 
inf llAeill > O, 1 
para una cierta b.o.n. (ef);EN• contenida en un subespacio lineal dado, denso en 
tz. 
Consideremos ahora un operador A, no compacto, inyectivo, con 
Equivalentemente 
A* Et�' N(A*) o, R(A*) * R(A*) t2 • 
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Sea (e;)iEN una b.o.n. de f2 y a1 = Ae;(\fi E N) el sistema L imagen. 
Apliquemos a (a;);EN el método de ortonormalización de Schmidt: 
Ae; = a; = o:1,eí + ... + a;;e;, aii * O(\fi E N) 
=> (eí);EN e R(A) es una b.o.n. de t2• 
Sea U el operador unitario definido por e; = Ue;(\fi E N), luego 
a; = AU*ei(\fi E N). Designemos por A1 = AV*, (a; A1eí)iEN le correspon­
de como sistema L. Referido f2 a la b.o.n. (ei);EN, (a;);EN viene representado 
analíticamente (y, por tanto, el operador A 1) por la matriz infinita (a¡¡, ... , 
a;j, ... ), donde a;(a1;, ••• , a¡¡, O, O, . .. ); se trata de una matriz triangular. por 
encima de la diagonal principal (au O, \fi > j). 
El operador Ai VA* referidÓ a Ja misma b.o.n. (ei)iEN• vendrá represen-
tado analíticamente por la matriz traspuesta (o:1;, ... , a;;, O, O, ... ). La columna 
i-ésima, formada por las coordenadas de aj = UA*ej, es: 
O, O, ... , O, a;;, ªu+¡, ... , a;j, ... 
(a;¡= O, \fj < i). La sucesión, sistema L de At, (a;);EN es completa, ya que 
R(A *) = f2, y de acuerdo con su representación analítica (matriz triangular por 
debajo de la diagonal principal), tiene que ser una M-base de f2 [15). 
De acuerdo con la representación polar, A = VH, H � O, podemos referir­
nos, sin restricción de la generalidad, a operadores hermíticos. Podemos 
aplicar, pues, lo anterior a un operador hermítico H, N(H) = o, 
R(H) * R(H) = fz. con lo que Ht UH, con U unitario. Por tanto, para toda 
b.o.n. (ei);EN e R(H), resultado de aplicar el proceso de ortonormalización de 
Schmidt a un sistema L (a;= He;)iEN• se verifica que (UHe;);EN es una M-base 
de f2 => (Hei);EN también es M-base de t2. 
Proposición 
Sea el operador A = VH, en su representación polar, con N(A) = o y 
R(A) = fz, R(A) * R(A). Entonces, para toda b.o.n. (ei);EN e R(H), resulta­
do de aplicar el proceso de ortonormalización de Schmidt a un sistema L del 
operador H, la sucesión imagen (Ae;)iEN es una M-base de t2. 
Hemos de mantener la hipótesis N(A) = o, es decir, el operador A 
inyectivo. En efecto, existe el resultado siguiente [14): 
«Para todo operador lineal acotado A: t2 � t2, con N(A) * o, y todo 
sistema ortogonal completo de rayos (r;);EN con r; et: N(A), \fi E N, la sucesión 
de rayos imagen (Ar;);EN no es mínima!» (es decir, \fb; E Ar; - {o}, (b;);EN no 
es minimal). 
Por tanto, con N(A) *o, ningún sistema L de A puede ser minimal, y menos 
M-básico. 
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Dado un operador cualquiera A inyectivo, no compacto, con R(A) =I= R(A). 
es interesante, de acuerdo con la definición de SLR, estudiar la existencia de 
una b.o.n. (e;hN tal que la sucesión imagen (Ae;);eN sea M-básica d.a. 
Seguidamente nos dedicamos a esta cuestión. 
De acuerdo con [ 14], existe un sistema ortogonal completo de rayos (r1)ie-N 
tal que (Ar¡);EN es heterogonal completo en R(A). Tomemos (e; E r;);eN• 
lle111 = 1, Vi E N. Entonces (Ae; E Ar;);eN es heterogonal en dirección, con 







Tenemos la factorización A = CB, 
(i EN) 
C: t2 � R(A) tiene inverso acotado a la izquierda. Bastará considerar el 
operador hermítico B: e;� l!Ae¡ji e¡(i E N), donde (e;);eN es una b.o.n. de 
por construcción. Pongamos 
l!Ae¡ll = Á¡(Vi E N), inf Á; = O. 
i 
Como A Et: :J, existe una subsucesión (A.p)ieN e (A.;);eN• doblemente acotada; 
para la subsucesión complementaria (A.q)ieN se verifica 
inf Áq, = O. 
¡ 
Designemos por 
A.' = inf Áp, > O, A'' = sup Áp, < oo. 
1 
Fijemos µ', µ" tales que: 
o<µ'< A.'::;;:; A."<µ"< 00, 
Reordenemos (e;);eN y tomemos primero el bloque 
El subespacio 
A.P, ... , A.P ; A.q. 1 , "1 1 
E,, + 1 = [ eP , •• . , ep , eq ] l t fil 1 
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es invariante por B, consideremos su restricción a él. Existe un sistema o. n. 




+ .. . + A.Pz .A.q21 1 n¡ + -�-
n¡ + 1 n1 + 1 
Podemos tomar n1 E N suficientemente grande para que se cumpla 
y llegamos a la acotación 
1 ,z n¡A ,z --- > µ., , 
n1 + 1 
Una vez fijado el primer bloque, de forma análoga fijamos el siguiente: 
obteniendo el sistema o.n. 
completo en 
verificando: 
[e � � . , ep,, __ ; eq _J , ""' • 1 • 
El proceso así iniciado es indefinido, y el resultado es una b.o.n. (eí);EN tal 
que el sistema L correspondiente (Aeí);EN es doblemente acotado, completo en 
R(A) y heterogonal por bloques. En particular, es una M-base de R(A), 
doblemente acotada y regular [ 15], «strong M-base» [ 16]. 
No se puede mejorar este resultado manteniendo la hipótesis R(A) * R(A). 
Sistemas L de rayos y sumabilidad 211 
Pues el paso siguiente sería la existencia de una b.o.n. cuya sucesión imagen 
fuera ya heterogonal; esto equivaldría a la existencia de inverso acotado a la 
izquierda (R(A) = R(A)). 
Concluimos así con el siguiente 
Teorema 
Dado un operador A no compacto, son hechos equivalentes: 
i) N(A) =o, 
ii) Existe una b.o.n. (e;);eN tal que el sistema L imagen (Ae;)ieN es una 
M-base fuerte doblemente acotada, de R(A). 
Demostración 
i) => ii). Si R(A) = R(A), A tiene inverso acotado, y entonces V(e;);eN 
b.o.n., (Ae;);eN es una base heterogonal de R(A) => (Ae;)ieN es, en particular, 
una M-base fuerte doblemente acotada de R(A). 
Si R(A) -:/= R(A), estamos en la situación considerada anteriormente, 
pudiendo afirmar la existencia de una b.o.n. (e;);eN en las condiciones exigidas. 
ii) => i). En particular, (Ae1);eN es mínimal, por lo cual N(A) = o [14]. o 
Resumiendo: Sea A un operador inyectivo, no compacto. Entonces tenemos 
dos casos: 
i) R(A) = R(A). A cada b.o.n. (e;);eN le corresponde un SLR ([Ae;]);eN· 
Además dicho SLR es siempre heterogonal. 
ii) R(A) -:/= R(A). Existe una b.o.n. (e;);eN tal que ([Ae1]);eN es un SLR, y 
existe una b.o.n. (ei);eN tal que ([Ae:DieN no es SLR. Y (e;);eN puede elegirse 
de modo que (Ae;);eN sea una M-base fuerte, d.a., de R(A). 
Consideremos ahora los sistemas L de rayos en relación con la sumabilidad. 
Hacemos notar inicialmente que, dada una sucesión de rayos (r;);eN' son 
hechos equivalentes: 
i) (r;);eN es un SLR, 
ii) Para (a; E r; - {o} );eN se verifica 
00 
L lla1ll2 < 00 � (a;);eN sumable. 
1 
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En efecto, (r;);EN SLR <:::;> (b; E r;);EN d.a. es un sistema L <:::;> existe A: 
e;� b;(Vi E N), donde (e;);EN es una b.o.n. de t2• Admitamos 
oo oo ro 
I llJ.;b;ll2 < 00 <:::;> I IJ.;12 < 00 <:::;> I A;b¡ E R(A) => (A;b;);EN 
1 1 1 
sumable. Y recíprocamente, es conocido [8] que (J.;b;);EN sumable => 




que no es un SLR, y para la que existe ( a1 E r; - {o} h .iv veríficando 
00 
I 11a¡112 < 00, 
l 
sin ser sumable. 
Sea una representación de t2 de la forma: 
f2 = 'M = '.Jt1 E9 '.Jt2 E9 ... E9 de; E9 . . ., dim de; = oo • .L .L .L .L 
Situamos en '.Jt1(Vi E N) un sistema heterogonal completo de rayos (r;,,)nEN 
de modo que al tomar representantes b;n E r;n, llb;n ll = 1 para todo n E N, 
resulta un sistema heterogonal completo en de;(Vi E N), que corresponda a un 
operador lineal acotado A;: 'M; - de;, de norma l!Adl - oo [6]. Entonces, una 
vez ordenado el conjunto (b;n)i,neN en forma de sucesión (b¡)¡E.iv, no puede ser 
sistema L, dándose la condición 
rj = [b¡] --:-----" o. 
1�00 
Existirá Xo E e 2 tal que 
00 
I l(b¡, xoW = 00• 
l 
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Por el teorema de Landau [17], tiene que existir una sucesión numérica 
().j > O)jEN, con 
tal que 
00 
I AJl(bj, x0)1 = oo. 
l 
Tomemos ahora aj E rj tal que 
Resulta entonces 
00 
I i(aj, Xo)I = 00, 
1 
con lo cual (aj)jEN no es sumable. 
Es de destacar el carácter geométrico intrínseco de la figura formada por un 
sistema L de rayos: una sucesión de rayos (r;);EN es un SLR sí y sólo si, al tomar 
representantes (a; E r;)iEN• (a;);EN es sumable sí y sólo si E l!a;ll2 < oo. Al 
considerar esto como nueva definición de SLR, prescindimos de hecho del 
operador que lo ha originado. Si tomamos representantes (b; E r;);eN d.a. (por 
ejemplo, llb;ll ::::: 1, i EN), tendremos un tipo de sucesiones en t2, que incluye 
las heterogonales como caso particular. 
Las sucesiones de rayos que carecen de subsucesiones SLR son precisamen­
te las sucesiones débilmente relativamente compactas. Entre [12] y [7] se 
obtiene el resultado siguiente, que las caracteriza: 
«Una sucesión de rayos (r;);EN es relativamente débilmente compacta sí y 
sólo si, para (a; E r; {o} );EN es equivalente: 
i) (a;);eN sumable, 
,, 
ii) I 11a;11 < 00 ». 
1 
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En [12] se encuentra el resultado siguiente: 
«Un operador A: f2 � f2 es de Hilbert-Schmidt sí y sólo si existe un sistema 
heterogonal completo de rayos (r;);EN cuya imagen (Ar;)tEN es débilmente 
relativamente compacta». 
Por tanto, en el caso (r;);EN débilmente relativamente compacto, al tomar 
representantes a; E r;(Vi E N) formando un sistema L, la sucesión (a;);EN 
solamente puede serlo de un operador de Hilbert-Schmidt. 
11 
Pasamos ahora a los espacios f P. Puede darse una generalización del sistema 
L de rayos en eP (p > 2), de forma que se mantenga la equivalencia i) <'> ii) de 
pág. 211. 
A tal efecto recordamos que una sucesión (xn)neN de un espacio de Banach 
cualquiera B, es débilmente p-sumable si Vf E B', 
Es un hecho conocido [1] que si p 1, una tal sucesión es imagen de la base 
canónica de c0 por un operador lineal acotado definido en c0. 
Para p > 1, una sucesión (xn)nEN es débilmente p-sumable sí y sólo si es 
imagen de la base canónica de ep' por un operador lineal acotado definido en ep' 
[4J. 
Por estas razones estimamos que las sucesiones débilmente p-sumables en un 
espacio de Banach son las que mejor reflejan las propiedades de los sistemas L 
del espacio de Hilbert. 
Proposición 
En un espacio de Banach cualquiera, B, (xn)neN B es débilmente p­
sumable sí y sólo si V(�;) E fp·, 
converge incondicionalmente. 
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Demostración 
Por la observación precedente, si (xn)nEN es débilmente p-sumable, existe 
un operador lineal S: fp, � B tal que Se; = X¡, Vi E N ((e,,)nEN designa la base 
canónica de t,,.). Por la convergencia incondicional de 
V( St) E ep' y ser conmutativa la p-sumabilidad débil, 
es incondicionalmente convergente. 
Recíprocamente, supuesta la condición, para (s;) E fP,' en particular 
(s¡X;);"'N es débilmente sumable, y V/ E B', 
X 
I lf(s;x;)i = I lsil lfx¡I < 00. 
l l 
Por el teorema de Landau generalizado [5], p. 120, 
En un espacio de Banach cualquiera, aunque (xn)neN sea doblemente 
acotada en norma y débilmente p-sumable, no se tiene Ja implicación contraria: 
00 
I Íncondicionalrnente convergente � (s;) E Íp'- (2) 
1 
Basta pensar en c0 y tomar la sucesión Xn = e,,, 'Vn E N. 
Proposición 
Una condición suficiente para que una suces10n débilmente p-sumable 
(xn)nEN e B verifique (2), es que el operador T: B' � ep tal que f � ifxn)neN 
sea suprayectivo. 
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Demostración 
Sea 
incondicionalmente convergente; existe entonces un operador lineal acotado S: 
c0---> B, e,,� 4;nxn- Si T es suprayectivo, obtenemos una factorización del 
conjugado S': 
y ahora Vz E fp, z (gxn)nEN para alguna forma lineal g E B' y 
"' 
(4;�xn)nEN E f1 => L lsnl lgxnl < 00• 
1 
De nuevo por el teorema de Landau, 
Notemos que aquí f P es un cociente de B'. 
Proposición 
Si p > 2, para una sucesión (xn)neN contenida en f P doblemente acotada, 
son afirmaciones equivalentes: 
i) (xn)nEN es débilmente p-surnable, 
00 00 
ii) L SnXn converge incondicionalmente <::> L l4;nlp· < oo. 
1 1 
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Resulta la implicación hacia la derecha de ii) por un resultado de Mazur [8]. 
Así, puede considerarse que éstas son las sucesiones que dan lugar a SLR 
generalizados. La base canónica de tP proporciona un ejemplo de sucesión en 
las anteriores condiciones. 
No existen sucesiones doblemente acotadas débilmente p-sumables en éP 
para p < 2. Una sucesión débilmente p-sumable (xn)neN sería la imagen de la 
base canónica de fp, por un operador acotado. Sin embargo, por ser p1 < p, 
todo Operador de Íp• en fp es compacto, y así (Xn)neN no puede ser d.a. 
De acuerdo con lo anteriormente expuesto, existen sistemas L de rayos en 
fp para todo p � 2 que generalizan los de t2. 
Observemos que los casos p = p' y p < p' se diferencian en lo siguiente: Si 
p =t p', no existen sucesiones débilmente p-sumables en f P con 
oc 
inf L lfxnlP > O, f E Íp·, llJ11 l. 
l 
Dicha condición llevaría consigo que el operador T: tp' _,. tP tuviera un 
inverso continuo a la izquierda, y obtendríamos un subespacio de fp isomorfo a 
uno de lp., lo cual es imposible. 
Es decir, en ép (p =t 2) toda sucesión (xn)neN débilmente p-sumable verifica: 
inf 1. 
En el otro caso, p = p' = 2, existen sucesiones débilmente 2-sumables, con 
a) inf 1. 
El operador A* (A: en_,. Xm 'fin E N, (en)neN b.o.n. de l2), tiene inverso 
acotado. 
(xn)neN es completo, pues de lo contrario, el ínfimo anterior sería = O. 
00 
b) inf L l(x,,, z) l2 = O, llzll = 1. 
1 
A* tiene inverso no acotado si (xn)neN es completo. 
A* carece de inverso si (xn)neN no es completo. 
A Plans y E. Martín 
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